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APPLICATION OF THE SYSTEM OF ANALYTICAL COMPUTATIONS FOR THE 

DERIVATION OF EQUATIONS OF DYNAMICS OF ROBOTECHNICAL SYSTEMS 
Jomartova Sholpan Abdrazakovna, Dr. Sci. Tech, Associated professor of Al-Farabi Kazakh 

National University, Almaty, Kazakhstan, jomartova@mail.ru 
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Almaty, Kazakhstan, nkarymsakova1@gmail.com 

Tursynbay Aisulu Tauasarovna, doctoral student, Аl-Farabi Kazakh National University, 
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Abstract. The article discusses a system of analytical calculations (SAC), with which you can get 
mathematical models of various robotic systems in an automated mode. Various robotic systems are 

investigated, the relevance of the task is shown. The application of analytical calculation systems for 

deriving the equations of the course of chemical reactions is shown. A mathematical model of robotic 
systems using Lagrange equations of the second kind is compiled. The work uses the library functions of 

the SAC in the construction of applications. The interpreter is designed for the fastest results. A text file 

containing a sequence of interpreter language statements has been created. The result can be displayed 
both on the screen and in the specified file. And also in the work used library functions. The user directly 

gets much more opportunities for manipulating expressions and for building complete applications. In this 

case, he compiles his program in the language of the system. Now you can control the sequence of 

calculations using control operators. Iterations are used to model the operators of summation and 
multiplication. Procedures and functions over matrices are provided. Ease of implementation is achieved 

by the fact that all implementation details are hidden and optional for the user. The written procedure 

automatically expands the library of "functionality" of the system. It does not need debugging, as it 
directly implements a mathematical formula. The program for obtaining and solving the equations of 

dynamics of robots in symbolic form is convenient for mechanics. Further, in the obtained equations and 

solution, the user can substitute specific values of the generalized coordinates and other parameters for 

calculating the generalized forces. All intermediate matrices, energy equations, etc. are calculated. 
Keywords: analytical calculations, robotic systems, equations, dynamics of robots. 
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ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМЫ АНАЛИТИЧЕСКИХ ВЫЧИСЛЕНИЙ ДЛЯ ВЫВОДА 

УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ РОБОТОТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

 

Аннотация. В статье рассматривается система аналитических вычислений (САВ), 

с помощью которой можно получать математические модели различных 

робототехнических систем в автоматизированном режиме. Исследованы различные 

робототехнические системы, показана актуальность задачи. Показано применение систем 

аналитических вычислений при выведении уравнений протекания химических реакций. 

Составлена математическая модель робототехнических систем с помощью уравнений 

Лагранжа II рода. В работе использованы библиотечные функции САВ при построении 

приложений.    

Ключевые слова: аналитические вычисления, робототехнические системы, 

уравнения, динамика роботов.   

 

Введение. Актуальность работы. 

При исследовании различных 

робототехнических систем наиболее 

ответственной и трудоемкой (рутиной) 
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работой является составление 

математической модели, т.е. вывод 

уравнений, описывающих переходные 

процессы. От точности составления 

математической модели исследуемого 

процесса напрямую зависит качество 

конечных получаемых практических 

рекомендаций (результатов исследования) 

[1-6]. Поэтому разработка систем 

аналитических вычислений (САВ), 

позволяющих автоматизировать процесс 

составления моделей, является актуальной 

задачей [7-8]. 

САВ позволяют получать решения 

задач в символьном виде, автоматически 

производя все трудоемкие операции над 

алгебраическими объектами 

(выражениями, матрицами, рядами): 

вычисления, подстановки, упрощение, 

дифференцирование, интегрирование. В 

отличие от методов численного решения 

задач, такой способ является прямым, а не 

заменяет одну математическую модель 

другой, дает точные решения, а не 

приближенные, что позволяет получать 

принципиально новые результаты. 

Применение ЭВМ обеспечивает 

безошибочность и быстроту получения 

результатов, настраиваемость и 

расширяемость систем [9-11].  

Одним из важных аспектов 

применения автоматизированных систем 

научных исследований являются системы 

аналитических (символьных) вычислений, 

которые автоматизируют преобразования 

алгебраических выражений: от упрощения 

выражений до дифференцирования и 

интегрирования. Исследователь 

практически любой математической 

модели каждодневно сталкивается с 

такими операциями. Системы 

компьютерной алгебры снабжаются 

специальным процессором для 

выполнения аналитических (символьных) 

вычислений. Его основой является ядро, 

хранящее всю совокупность формул и 

формульных преобразований, с помощью 

которых производятся аналитические 

вычисления [12-15].  

Постановка задачи. САВ может 

применяться при выведении уравнений 

протекания химических реакций, а также 

для получения математической модели 

робототехнических систем с помощью 

уравнений Лагранжа II рода. 

Новизна. Пакет представляет собой 

совокупность модулей, каждый из которых 

есть набор типов данных, переменных и 

функций. Разделение всего набора 

реализованных функций на несколько 

модулей диктуется их 

взаимозависимостью и логической связью 

выполняемых ими операций над деревом 

выражения. Таким образом, пакет состоит 

из 9 модулей: S_Init, S_Misc, S_Scaner, 

S_Tree, S_Sort, Intrface, S_Matrix, SAV. 

Mодуль S_Init 

Mодуль используется всеми 

остальными, так как определяет все 

константы, множества, типы данных и 

глобальные переменные: 

 константа максимального 

вещественного числа, числа встроенных 

функций, максимального числа символов в 

идентификаторе, числа различных 

переменных, числа подобных членов, 

количества десятичных знаков при выводе; 

 множества букв, цифр, 

пробельных символов, аддитивных и 

мультипликативных, инфиксных 

операторов, символов идентификатора и 

выражения; 

 константы названий 

символов операторов, знаков различных 

скобок, знаков, используемых сканером 

(подпрограммой лексического анализа), 

цветов. 

 тип вершина бинарного 

дерева; 

 тип указатель (адрес) на 

вершину; 

 тип значения типа вершины; 

 тип (и указатель на этот тип) 

последовательности чисел при 

лексическом разборе выражения; 

 массив переменных, 

содержащий все переменные с их 

значениями (выражениями); 

 инициализация таблицы 

имен 25 встроенных функций: абсолютное 

значение, тригонометрические функции, 
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возведение в квадрат, логарифм, 

экспонента, знаковая функция, факториал. 

Mодуль S_Misc 

Все вспомогательные функции, 

используемые практически всеми 

остальными процедурами 

манипулирования деревом помещены 

здесь: 

 создание новой вершины 

указанного типа; 

 нахождение кода по имени 

указанной функции; 

 нахождение имени функции 

по указанному коду; 

 нахождение кода переменной 

по глобальной таблице переменных; 

 печать сообщения об 

ошибке; 

 создание новой вершины-

операции по указанному типу операции; 

 создание новой вершины-

числа с указанным значением; 

 размещение новой 

переменной с указанным именем в 

глобальной таблице; 

 пропуск пробельных 

символов в указанном файле. 

Mодуль S_Scaner 

Включает две части сканера: 

 лексический анализ 

указанной строки (Scan) с флагом 

построения таблицы переменных и чисел, 

встреченных в выражении и указателями 

на начала этих таблиц (реализованных в 

виде списков), возвращает 

закодированную строку-образ выражения 

и заполненные таблицы для дальнейшего 

построения дерева; 

 синтаксический анализ 

строки-образа и построение 

соответствующего дерева. 

Mодуль S_Tree 

Предоставляет основные функции: 

 копирование дерева 

выражения в указанную вершину (Copy 

Tree); 

 раскрытие скобок в 

выражении; 

 модифицирование дерева для 

дальнейшего его упрощения с помощью 

процедуры приведения подобных членов 

(Modify Tree); 

 подстановка подвыражения в 

указанное выражение; 

 дифференцирование по 

указанной переменной. 

 процедура распечатки дерева 

выражения. Для простоты переключения 

между разными вариантами распечатки эта 

процедура (Print Tree) не сама выполняет 

операцию, а в свою очередь вызывает 

необходимую функцию. Максимальная 

длина получаемой строки - 64 Кб или 

65535 символов.  

Mодуль S_Sort 

Приведение подобных членов и 

окончательное упрощение выражения 

реализовано в данном модуле. Процедура 

Reduce вызывает далее процедуру Sort, 

которая приводит все члены выражения в 

канонический вид, приводит подобные 

члены и сортирует их. 

Модуль IntrFace 

Играет роль промежуточного слоя 

между внутренними процедурами ядра 

системы и возможными модулями 

расширения или программирующим 

пользователем, которые могут не знать 

деталей внутренней реализации основных 

алгоритмов и типов данных, и тем не 

менее успешно решать свои прикладные 

задачи. Изменение (например, 

оптимизация) основных алгоритмов, таким 

образом, не потребует изменений в 

модулях-расширениях или прикладных 

пакетах пользователя. 

Модуль S_Matri 

Является расширением ядра 

системы, которое предоставляет 

возможность работы с матрицами 

произвольного размера, массивами матриц 

размерности 2 и 3. Реализует и 

предоставляет процедуры сложения, 

вычитания, умножения матриц, 

нахождение следа матрицы, копирования и 

обнуления. 

Методы исследования. 

Интерпретатор предназначен для наиболее 

быстрого получения результатов, т.к. 

производит указанные действия 



ҚазККА Хабаршысы № 2 (113), 2020          ISSN 1609-1817              The Bulletin of KazATC 

Вестник КазАТК № 2 (113), 2020                  www.kazatk.kz                2020, Vol. 113, No. 2 

210 

непосредственно после считывания 

команды – присвоение, подстановка. Для 

его использования достаточно просмотреть 

синтаксис нескольких команд и сразу 

начать работу, вводя их 

последовательность с экрана. При желании 

автоматизировать и/или сохранить 

входные команды пользователь создает 

текстовый файл, содержащий 

последовательность операторов языка 

интерпретатора. Результат может 

выводиться как на экран, так и в 

указанный файл. 

Результаты исследования. 

Библиотечные функции. При 

использовании библиотечных функции 

напрямую пользователь получает намного 

больше возможностей и для 

манипулирования выражениями, и для 

построения завершенных приложений. В 

таком случае он составляет свою 

программу на языке реализации системы. 

Появляются следующие возможности: 

 управление 

последовательностью вычислений с 

помощью операторов управления: циклы, 

выбор, условие; 

 избирательное применение 

библиотечных функций; 

 введение подпроцедур и 

функций; 

 использование итераций для 

моделирования операторов суммирования 

и умножения; 

 использование полного 

набора средств построения интерфейса и 

ввода/вывода языка реализации; 

 компиляция новых 

подпрограмм для достижения 

максимальной скорости исполнения; 

 различный формат вывода 

числовых значений. 

Предоставлены следующие 

процедуры: 

SetIt(x, E) – присвоение переменной 

х произвольного выражения Е; 

SetTo(x, n) – присвоение 

переменной х числового значения n; 

SetNode(Expr) – возвращает 

указатель на дерево соответствующее 

данному выражению; 

PrintIt(x) – возвращает строку-

отображение значения переменной х; 

DiffIt(dx, d, E, dEx) - 

дифференцирование выражения Е по 

переменной dx d раз и запись результата в 

переменную dEx; 

SubstIt(Var, List, Result) – 

подстановка переменных, указанных в 

списке List в переменную Var и запись 

результата в переменную Result; 

JoinTrees(T1, Sign, T2) – возвращает 

дерево выражения, составленного из 

операндов Т1 и Т2, соединенных 

инфиксной операцией: сложение, 

вычитание, умножение, деление, 

возведение в степень; 

FuncTree(Fname, T) – возвращает 

дерево выражения-указанной функции от 

аргумента Т; 

OpenIt(E) – раскрытие скобок в 

выражении Е. 

Модуль работы с матрицами 

Модуль S_Matrix предоставляет 

следующие функции над матрицами: 

NewMx(A, m, n) – создание новой 

матрицы А размера m x n; 

CopyMx(A) – возвращает указатель 

на копию матрицы А; 

ReadMx(F, A) – считывает элементы 

матрицы А из указанного файла F; 

PrintMx(A) – печатает матрицу А в 

указанный файл; 

ZeroMx(A) – обнуляет матрицу А; 

AddMx(A, B) – возвращает сумму 

матриц А и В;  

SubMx(A, B) – возвращает разность 

матриц А и В; 

MultMx(A, B) – возвращает 

произведение матриц А и В; 

MultBy(S, A) – возвращает матрицу 

А, помноженную на скаляр S; 

SetEl(A, i, j, E) – присваивает 

элементу A[i, j] значение Е; 

DiffMx(dv, A) – возвращает 

продифференцированную по переменной 

dv матрицу А; 

TranspMx(A) – возвращает 

транспонированную матрицу А; 
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DisposeMx(A) – освобождает 

память, занятую матрицей А; 

Track(A) – возвращает след 

матрицы А. 

Получение уравнений динамики 

Лагранжа II рода 

Уравнение Лагранжа II рода для 

описания динамики движения n-звенного 

манипулятора записывается в матричной 

форме: 
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матрица перехода от системы 

координат звена i-1 к i, 
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матрица, характеризующая 

инерцию звена i, iii zyx ,,  – центр 

тяжести, im  – масса звена, xxJ – элементы 

тензора инерции относительно 

собственных осей звена i, 
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 TgG 000  , где g – 

ускорение свободного падения. 
 

ii AAAT 21 
 

 

 Tiiii zyxR 1 , где 

iii zyx ,,  – центр тяжести в собственной 

системе координат. 

Обсуждение результатов. Теперь 

получение значений обобщенных сил iQ  в 

символьном виде сводится к 

использованию библиотечных функций и 

оформлению всей последовательности 

построения выражения в виде процедуры. 

Простота реализации достигнута тем, что 

все детали реализации (распознавание 

выражения, упрощение и т.д.) скрыты и 

необязательны для пользователя, а также 

тем, что раз написанная процедура 

автоматически расширяет библиотеку 

«функциональностей» системы и не 

нуждается в отладке, так как напрямую 

реализует математическую формулу. Более 

того, будучи скомпилированной, 

процедура выполняется на такой же 

максимальной скорости, как и основные 

функции ядра системы. 

Выводы. Программа получения и 

решения уравнений динамики роботов в 

символьном виде удобна для механиков. 

Пользователь задает только те параметры, 

которые он считает определенными, 

остальные - система заменяет 

переменными. Далее в полученных 

уравнениях и решении пользователь может 

подставлять конкретные значения 

обобщенных координат и др. параметров 

для вычисления обобщенных сил. 



ҚазККА Хабаршысы № 2 (113), 2020          ISSN 1609-1817              The Bulletin of KazATC 

Вестник КазАТК № 2 (113), 2020                  www.kazatk.kz                2020, Vol. 113, No. 2 

212 

Вычисляются все промежуточные 

матрицы, уравнения энергий и т.д. 

Работа выполнена за счет средств 

грантового финансирования научных 

исследований на 2018-2020 годы по 

проекту АР05131027 «Разработка 

биометрических методов и средств защиты 

информации». 
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Аңдатпа. Бұл жұмыста аналитикалық есептеулер жүйесі қарастырылған, оның көмегімен 

сіз әртүрлі роботтық жүйелердің математикалық модельдерін автоматтандырылған режимде ала 
аласыз. Әр түрлі роботты жүйелер зерттеліп, тапсырманың өзектілігі көрсетілген. Химиялық 
реакциялар курсының теңдеулерін алуға аналитикалық есептеу жүйелерінің қолданылуы 
көрсетілген. Екінші типтегі Лагранж теңдеулерін қолданатын роботтық жүйелердің 
математикалық моделі құрылды. Мақалада қосымшалар құру кезінде аналитикалық есептеу 
жүйелерінің кітапханалық функциялары қолданылды.  

Түйін сөздер: аналитикалық есептеулер, роботтық жүйелер, теңдеулер, роботтардың 

динамикасы. 
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Abstract. The article considers the process of constructing a mathematical model based on 
experimental data. The gas path of a hot-water boiler is proposed as a control object. A mathematical 
model was built for the process of heating water with flue gases. The Matlab package is used as a tool for 
building a mathematical model. 

There are a number of approaches to solving the problem of identification of self-propelled guns. 
When identifying self-propelled guns, model assessments, as a rule, are formed on the basis of theoretical 
and experimental studies. Experimental identification methods do not exclude the use of a priori 
information on the physical properties of the processes under study, since the experimental and theoretical 
ways of determining the dynamic characteristics of an object are interconnected. 

In this article, the data of the boiler were used as an example. The main purpose of this object is 
to heat the working fluid, i.e. water, for further use in heating and water supply. 

The hot water boiler consists of an air-gas path, a fuel and a water path. 
Keywords: mathematical model, identification, hot water boiler, functional diagram, 

experimental data. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  

ПРОЦЕССОВ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ ПУТЕМ 
 

Аннотация. В статье рассмотрен процесс построения математической модели по 
экспериментальным данным. В качестве объекта управления предлагается газовый тракт 
водогрейного котла. Математическая модель была посроена для процесса нагревания 

воды топочными газами. Инструментом для построения математической модели 
применен пакет Matlab. 
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